Terminale Spécialité devoir 1

Exercice 1 (5 points)

Partie A

1. On compleéte la fonction Python suivante suite(n) qui prend comme paramétre le
rang n et renvoie la valeur du terme u;,.

def suite(n):
u=3
for i in range(n)
u=4/(5-w

return u
N s 4 4
2. Alapremiere boucle on trouve u; = T35 2.
R 4 4
Alaseconde on trouve u, = ﬁ = § ~ 1,333.

3. Alaide des affichages ci-dessous, émettre une conjecture sur le sens de variation et
une conjecture sur la convergence de la suite ().

» suite(2)
1.3333333333333333
» suite(b)
1.0058479532163742
» suite(10)
1.0000057220349845
» suite (20)
1.000000000005457

Les affichages successifs sont des approximations de uy, us, u19, Uzo et leur examen
laisse a conjecturer que la la limite de la suite est égale a 1.
Partie B

4
5-x

Soit f la fonction définie et dérivable surl'intervalle | —oo; 5[ par: f(x) =

Ainsi, la suite (u,,) est définie par uy =3 et pour tout ne N, u,11 = f (u,).

1. La fonction f quotient de fonctions dérivables sur | —co ; 5[, de dénominateur non
nul puisque x # 5, est dérivable et sur cet intervalle :
P (—21) _ 4 2
(5—x) (5—x)
Quotient de deux carrés cette dérivée est strictement positive, donc la fonction f est
strictement croissante sur | —oo; 5[.

2. Soitla propriété: 1 < Uy < Uy < 4.
Initialisation: onavuque 1) =2etona up=3,donc 1 < 1y < up < 4.
La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité: soit ne Ntel que 1 < u,4+; < 1, < 4: ces nombres étant rangés dans I'ordre
croissant leur images par f fonction strictement croissante pour des réels plus petits
que 4, sont rangées dans le méme ordre, soit (1) < f (uy+1) < f(uy) < f(4).
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4 4
Comme f(1) = 1 let f(4) = T4 4, on obtient 1 < ups2 < Ups1 < 4.
Donc la propriété est vraie aurang n+1.

Conclusion : la propriété est vraie au rang O et elle est héréditaire; d’apres le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout n.

Donc, pourtout neN,ona: 1<ty < Uy, <4,

3. a. Soit x unréel del'intervalle | —oco; 5].
Onapourx<5:
4
[fR=x = —=x = 4=x6-x) < 4=5x-x* & x*-5x+4=0.
-x
b. Résoudre f(x) = x dans l'intervalle ] —co; 5[, revient d’apres la question précé-
dente & résoudre I'équation du second degré x> —5x+4 = 0.
Les racines de cette équation 1 et 4 sont évidentes (sinon on calcule le discrimi-
nant), donc:
x-1 = 0 x = 1
X -5x+4=0 = (x-1)(x-4)=0 = ou — ou
x-4 = 0 x = 4
La solution 4 est vraisemblable puisque x < 4, on adonc S = {1 ; 4}.
4. L'encadrement démontré par récurrence montre deux choses : pour tout n € N
® Upy < Uy signifie que la suite (1) est décroissante;
* 1 < uy, signifie que la suite (1) est minorée par 1.
La suite (u,) décroissante et minorée par 1 est donc convergente vers unréel £ > 1.
Par continuité de la fonction trinéme la limite ¢ est solution de I'équation précédente
et cette solution est 1 ou 4, mais on a vu que u, = 3 et la suite étant décroissante la
solution 4 est a rejeter..
Conclusion : lim wu, =1.
n—+o0
La suite (u,) converge vers 1.
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Terminale Spécialité devoir 1 (2h)

Exercice 2 (7 points)

1. D’aprés le texte :

15 10

o a;=ay— —ag+—by =1700—255+130 = 1575
100 100
10 1

e by =byg———bg+—ap =1300— 130 +255 = 1425
100 100

2. Comme on suppose que durant I'étude, aucun sportif ne quitte le groupe, on a,
pour tout entier naturel n, a, + b, = 3000.

15 10
3. D'aprésletexte,ona: ays = ap— —ay + —by,.
p n+l n 100 n 100 n
Or a;, + b, =3000 donc b;; =3000— a,,. On a alors:

15 + 10 (3000 ) 15 + 10 3000 0
Ape1=Qp——0dp + — —ap) = lp— —ap+—x -—a
= 100 "7 100 T 100" 100 100 "

=a,——ap+300=——a,+300=0,75a, + 300
" o100 " 100 " "

4. a. Soitla propriété: 1200 < ap+1 < an < 1700.

* Initialisation
ag=1700eta; = 1575 donc 1200 < a; < ap <1700
Donc la propriété est vraie pour n = 0.
¢ Hérédité
On suppose la propriété vraie au rang n, soit 1200 < ap41 < a, < 1700;
c’est ’hypothése de récurrence.
1200 < @,y < a, < 1700
= 0,75 %1200 < 0,75 x a1 < 0,75 % a, < 0,75 x 1700
< 900 < 0,75 x dye1 <0,75 % a, <1275
<= 900+300 < 0,75 x an+1 +300<0,75 % a, +300 <1275+ 300
= 1200 < aps2 < apsq < 1575

Or 1575 < 1700 donc 1200 < dpys < dpeq < 1700.
La propriété est donc vraie au rang n + 1 donc elle est héréditaire.
* Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire pour tout n > 0;
donc d’aprés le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout
n=0.
On a donc démontré que, pour tout 11, 1200 < a,4q < a, < 1700.
b. Etude de la convergence de la suite (a,,).

* Pourtout n €N, ay1 < a, donc la suite (a,,) est décroissante.
¢ Pour tout n €N, 1200 < a,, donc la suite (a,,) est minorée.

La suite (an)nen est décroissante et minorée donc, d’aprées le théoréme de la
convergence monotone, elle est convergente.
5. Soit (v,,) la suite définie pour tout n par v, = a, —1200; donc a, = v, +1200.
A Ups1 = ape1 —1200=0,75a, +300— 1200 = 0,75 (v, + 1200) —900
=0,75v, +900-900 =0,75v,
vo=ap—1200=1700-1200 =500
Donc (v,) est la suite géométrique de premier terme vy = 500 et de raison
q=0,75.
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(2h)

b. On en déduit que, pour tout n,ona: v, = vy x g" =500 x 0,75".
¢. On sait que, pour tout n, a,, = v, + 1200, donc a,, = 500 x 0,75" + 1 200.
6. a. -1<0,75<1ldonc lim 0,75" =0; on en déduit que lim 500 x 0,75" =0 et
n—+oo n—+oo
donc que lim a,=1200.
n—+oo
b. On peut donc dire qu'a long terme, le nombre de sportifs dans le club A va

tendre vers 1200, et donc que le nombre de sportifs dans le club B va tendre
vers 3000 - 1200 = 1800.

7. a. Oncomplete le programme Python ci-dessous afin qu’il renvoie la plus petite
valeur de n a partir de laquelle le nombre de membres du club A est stricte-
ment inférieur a 1 280.

def seuil():
n=0
A=1700
while A>=1280:
n=n+l
A=0.75*A+ 300
return n

b. Lavaleur renvoyée lorsqu’on appelle la fonction seuil est la plus petite valeur
de n telle que a, < 1280. On résout cette inéquation.

an <1280 < 500 x 0,75 + 1200 < 1280 < 500 x 0,75" < 80
80
< 0,75" < =00 < In(0,75") <In(0,16) < nIn(0,75) <In(0,16)

S In(0,16
In(0,75)
In(0,16 . . .
Iy 0.75) = 6,38 donc la valeur de n renvoyée parla fonction seuil est 7.
niy,
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