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Terminale Spécialité devoir 3

(3h)

Exercice 3 (5 points)
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1. Le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 1 est le nombre dérivé

3
f'(1); on lit sur le graphique f'(1) = T=3

Lordonnée al'origine est égale a —4, donc I'équation réduite de la tangente (7) est

M(x; y)e(T) — y=3x-4.

2. « il semble que f est concave sur ]0; 1[;

= il semble que f est convexe sur]l; +ool.

Le point A semble étre un point d’inflexion de la courbe (€)-

Partie B : étude analytique

1.

2.

.1 . . . o
e Ona lim —=0, lim x=+ocoet lim In(x*)= +oo; donc par produit de limites
X—+00 X X—+00 X—+00

xljglmf(x) = +0o.

1 1
e Avec f(x) =2xInx - —, on sait que lim xInx =0 et lim — = +o00, donc
X x—0 x—0Xx

lin"(l) f(x) = —oo ('axe des ordonnées est asymptote verticale de (6) au voisinage de
X—
ZEr10.

On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur I'intervalle ]0 ; +oo.
1
a. Les fonctions x— x, x—1In (xz] et x — —— sont dérivables sur )0 ; +oo[ et
X
lona:
"(x) *ln(x2)+xx2—x+i =In (Jc2]+2+i ou f'(x) *21nx+2+i sur]0; +oof
= X2 x2 x2 Fx= x2 it
b. En dérivant f’(x) on obtient :
2 2x 2 2 2x*-2 2(¥*-1) 2(x+D(x-1)

I
X)=——=———-= = =
f(]xx4 x x3 x3 K x3
3. a. Comme x> >0sur]0; +ool, le signe de f”(x) est celui de (x+1)(x—1) et comme
x+1>1>0,lesigne de f"(x) est celui de x — 1.
Conclusion :
IATEX Ifcyl 25/11/2025



Terminale Spécialité devoir 3

4,

e Sur]0; 1[, x <1, f"(x) < 0:la fonction est concave;

e Sur]l; 4+oof, x> 1, f”(x) > 0:la fonction est convexe;

» pour x = 1, la dérivée seconde s’annule en changeant de signe : le point A est
le point d’inflexion de (€F).

. Dusigne de f”(x) on en déduit les variations de f’ qui est décroissante sur]0; 1[

puis croissante sur [1; +oo[, donc f'(1) =2+ 1 =3 (vu ala question 1.).
Comme 3 est le minimum de f’, on en déduit que f'(x) > 0 sur]0; +oof et par
conséquent la fonction f est strictement croissante sur R .

a. Tableau de variations de f :

X 0 1 2 +00o
f(x) - 0 + +
f'(x)
3
+00
f _
—CO

Sur l'intervalle ]1; 2[ la fonction f est continue (car dérivable) et strictement
croissante avec f(1) <0 et f(2) >0 : d’'aprés le théoréme des valeurs intermé-
diaires il existe un nombre unique a €]1; 2[ tel que f(a) = 0.

. La calculatrice donne f(1,3) = —0,09 et f(1,4) = 0,23 donc 1,3 < a < 1,4, puis

f(1,32) = =0,02 et f(1,33) = 0,007, d'oi11,32<a < 1,33 et enfin
f(1,327) = -0,003 et f(1,328) = 0,0004, donc a = 1,33 au centieme pres.

1
On sait que a est solution de f(x) =0 < xIn (x2) ——=0 =
x

1 1 . .
xIn(x*) = — < In(x*) = = et enfin par croissance de la fonction exponen-
X

tielle :
exp (In(x?)) = exp(iz) — x*=exp [iz]
X X

1
a vérifie cette équation donc a® = exp (—2]
a
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Terminale Spécialité devoir 3 (3h)

Exercice 4 (5 points)

On désigne par (u,) la suite définie par:

Partie A
1. a.
b.
2. a.
b.
C.
d.

ugp =2 et, pour tout entier naturel n, w41 = Uy,

Uy =l =v2
Uy = i = VV2.

ATaide de la calculatrice, on peut conjecturer que la suite est décroissante et
converge vers 1.

Posons, pour tout entier naturel n, I'affirmation Py, : « 1 < up41 < tp ».
Initialisation : On a calculé u; = V2 ~ 1,414 et up =2
On a donc bien 1 < u; < uy.
Laffirmation P, est donc vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. On suppose que l'affirmation P,
est vraie, c'est-a-dire que 1 < Uy < Uy,
Montrons que I'affirmation P,,,; est vraie, c’est a dire que 1 < U2 < Upy
Par hypothése de récurrence, on a:
1< Upsr S Un = V1<Vl < Vg

car la fonction racine carrée est croissante sur R*

= 1< Ups2 € Upsl

Si, pour n naturel, P, est vraie, alors P, est vraie également.

Conclusion : Uaffirmation Py est vraie, et, pour tout entier naturel non nul r,
la véracité de I'affirmation est héréditaire : d’apres le principe de récurrence,
on en déduit que pour tout entier naturel nonnul n,ona: 1 < up4+1 < Up.
D’apreés la question précédente, pour tout entier n, 1 < u, donc la suite (u,)
est minorée par 1.

Et pour tout entier n, u,+1 < u, donc la suite (u,,) est décroissante.

Or toute suite décroissante et minorée est convergente donc, la suite (u,,) est
convergente vers une limite £ > 1.

Soit x€ [0; +o0] :
\/sz — x:xzcarx20
— *-x=0
~— x(x-1)=0
< x=0oux=1
Léquation /x = x admet deux solutions sur [0 ; +oo[ : 0 et 1.
La suite (u,) est convergente vers £ et est définie par récurrence par :
VneN, wu,y = f(u,) ou f estlafonction racine carrée qui est continue
sur [0; +ool.
D’apres le théoréme du point fixe, £ est solution de I'équation f(x) = x.

Nous avons résolu cette équation a la question précédente, les solutions sont
Oet1, ordapresla questionA.1.b., £ > 1 donc ¢ = 1.

donc: lim u,=1
H—+00
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Terminale Spécialité devoir 3

(3h)

Partie B

. On a donc, pour tout entier naturel n, v, = vy x g" = In(2) (—

. Or, pour tout entier naturel n, v, = In(u,) donc

. SoitneN: vy =In(upe1)

- In(vitn)

1
= z]n(un)
1
=3 n
La suite (v,) est donc géométrique de raison g = % et de premier terme

vo = In(ug) = In(2).

1]”hu2}
2)  on
In(2)

2.’1

=In(uy) c’est a dire :
In2) =2"1n(u,,).

. A l'aide de la calculatrice on trouve que pour tout k < 7, u; > 1,01 et

17 =~ 1,00543 donc k =7.

. On décide de prendre x — 1 comme approximation de In(x) lorsque x appar-

tient a 'intervalle 10,99 ; 1,01[ donc In (u7) = 17 — 1 = 0,00543.

. D’apres les questions 1. c. et 2. b. de la partie B une approximation de In(2)

est 27 1In (u7) soit 27 x 0,00543 c’est a dire 0,695.

3. On généralise la méthode précédente a tout réel a strictement supérieur a 1.

from math importx*
def Briggs(a):
n=20
while a >= 1.01:
a = sqrt(a)
n = n+l
L =2%*n x(a-1)
return L

Exercice 5 (2 points)

Question 1 : b

Question 2 : a

Question 3 : ¢
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