Spécialité Mathématiques-BAC BLANC (4h)

Les calculatrices sont autorisées.
les éléves traiteront les exercices 1,2,3,4.

Ex1 : 6 pts Ex2 : 7 pts Ex3 : 5 pts Ex4 : 4 pts

Exercice 1 (6 points)

4-3 0-3 -3

1
1. Ona: AB|-1-¢-1|=]|o0| et AC|3-(-1|=]|4

2.

0-1 -1 2-1 1

Ona x5z = —3xz5, mais y;z # —3y;5, les vecteurs sont donc non colinéaires, et doncles points

AC

A, B et Cne sont pas alignés.

a.

&

£

On sait que A, B et C ne sont pas alignés, et donc qu'ils définissent un plan. Pour montrer
que les points A, B, C et D sont coplanaires, il suffit de montrer que D est un point du plan
(ABQ), ce qui équivaut a prouver qu'un vecteur reliant un point du plan (ABC) au point D
est coplanaire a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC).

Pas tout a fait au hasard (car on a regardé 1'énoncé de la question suivante), on va choisir
d’exprimer le vecteur CD en fonction d’une base de (ABC) constituée des vecteurs AB et
AC dont on a déja déterminé les coordonnées précédemment.

4-0 4
Ona: 613 3-3 |=|0
-2-2 -4

Onremarque que 'on a: CD =4x AB +0x AC.

Le vecteur Eﬁ peut donc étre écrit comme combinaison linéaire des vecteurs E et Ké,
donc c’est un vecteur du plan (ABC), et puisque C est dans le plan (ABC), on en déduit que
D est également dans (ABC).

Finalement, puisque D est dans (ABC), les quatre points A, B, C et D sont bien coplanaires.
Ala question précédente, on a établi CD =4xAB +0x Ké, C'est-a-dire CD =4 x AB. Les
vecteurs AB et CD étant colinéaires, les segments [AB] et [CD] sont portés par des droites
paralléles (strictement, car C n'est pas aligné avec A et B).

ABCD est donc une figure plane (les quatre points étant coplanaires), ¢’est donc un qua-
drilatere, non croisé (puisque AB et CD sont colinéaires de méme sens, cela signifie que
ABDC est non croisé, ABCD serait un quadrilatére croisé), dont les cotés [AB] et [DC] sont
paralléles : le quadrilatére ABDC est donc bien un trapeéze, de bases [AB] et [DC].

Comme on est dans un repere (O ; 7 7 TC)) orthonormé, on va utiliser les coordonnées
des vecteurs pour calculer le produit scalaire :

e N-AB=2x1+1x0+2x(-1)=2+0-2=0: 7 et AB sont donc orthogonaux;

. ;E =2x(-3)+1x4+2x1=-6+4+2=0: 7{ etﬁ sont aussi orthogonaux;
T étant orthogonal a une base (deux vecteurs non colinéaires) du plan (ABC), on en dé-
duit que n est un vecteur normal au plan (ABC).

2
7 de coordonnées | 1 | étant normal a (ABC), on en déduit que (ABC) admet une équation
2
delaforme: 2x+y+2z+d=0,oud estunréeldonné.
De plus, A€ (ABC) < 2xpa+ya+2zpa+d =0
<= 2x3+(-1)+2x1+d=0
< 6-1+2+d=0
—d=-7
Finalement, une équation de (ABC) est: 2x+y+2z—-7=0.
Si A est orthogonale a (ABC), cela signifie que ?Z, qui est normal a (ABC) doit diriger A.

Et si la droite passe par S, de coordonnées (2 ; 1; 4), on en déduit qu'une représentation
paramétrique de A est :

X=Xg+ Xt x=2+2t
y=ys+ty;t teR cequidonneici: {y=1+¢ reR.
z=zg+zt z=4+2¢t

On nomme M, le point de parameétre ¢ sur la droite A.
M; € (ABC) < 2xpm, +ym, +22)0,-7=0
— 22+20)+A+1)+24+21)-7=0
— 4+4t+1+1+8+4r-7=0
< 91+6=0

= i= %
11 existe donc un unique point de A qui est sur le plan (ABC), c’est le point de parameétre

-2
t= = dans la représentation paramétrique. Ce point est donc le point I (ou bien M-2), et
3

) i -2 -2 -2\ (2 1 8
a bien pour coordonnées: [2+2x —; 1+ —; 4+2x —|=|=; =; =|.
3 3 3 3°3

Dans le repere orthonormé {O N I k], onadonc:




2 2 2
SI:\/(xrxs)2+(y17y5)2+(z17zs]2:\/(%72) +(171J +(§74)

3

( 4)2 ( 2)2 ( 4]2 16 4 16 36
=\/|-=| +[-2| +|-=| ={/=+=+—=y/==Va=2
3 3 3 9 9 9 9

On arrive bien a SI = 2 unités graphique, et comme (0 ; T, 7, 7{) est d'unité graphique
1 cm, on a bien SI=2 cm.

-1 3
4. a. Avec les coordonnées données pour H, on a BH| 4 |etCH| o

-1 -3

Onadonc: Eﬁﬁﬁ =4%x(-1)+0x4+(-4)x—-1=-4+0+4 =0, donc les vecteurs sont
orthogonaus, et les droites (BH) et (CD) qu'’ils dirigent sont orthogonales.

— 3—
Par ailleurs: CH = 1 CD, les points C, H et D sont alignés, donc H est sur la droite (CD).

H est donc le point de la droite (CD) tel que (BH) est orthogonale a (CD), donc c’est bien
le projeté orthogonal de B sur (CD).
OnaBH=+/(-1)2+42+(-1)2=v1+16+1=18=32.

La distance BH est bien égale 2 3v/2 cm.

b. Onadonc besoin de connaitre les longueurs des deux bases du trapéze :
* AB=/12+0%+ (-1) 2—\ch,
e Comme ona CD 4 x AB on a notamment, CD = 4| x AB = 4v/2 cm.

\/'+4\/' 5\/—

Laire du trapeze ABDC est donc: «/Appc = x3vV2="—""x3v2=15cm?

1
5. Finalement, le volume de la pyramide est: ¥appcs = 3 x15x2 =10cmd.

Exercice 4 (4 points)

1. a. Résolvons, dans [0; 1], 'équation demandée :
flx)=x < 2xe *=x
2xe ¥ —x=0
x(2e -1 =0
x=0 ou 2 ¥-1=0
x=0 ou 2 ¥ =1
1
x=0 ou e ‘==
2
1
x=0 ou -—-x=In|=
2

I A

x=0 ou x=In(2)
Or, 0 etIn(2) sont deuxréels dans [0; 1] (en effet, la stricte croissance de In sur
R** donne: 1<2<e = 0<In(2)<1).

Léquation a donc deux solutions dans [0; 1] : 0 et In(2).
b. f est dérivable sur [0; 1], en tant que composée et produit de fonctions qui
pourraient étre définies et dérivables sur R :
Vxe[0;1], ff(x)=2xe *+(2x)x(-e ) =@2-2x)e ' =2(1-x)e "
On arrive donc a I'expression demandée.

c. On sait que la fonction exponentielle est a valeurs strictement positives sur
R.Ona: f(0)=2x0e =0 et f()=2xle!=2e7L
On peut donc établir le tableau de variations de la fonction :

X 0 1
signe de 2 : +
signe de (1 —x) + 0
signe de e™* : +
signe de f’(x) . + 0
2e7!
variations de f /
0




2.

a.

Initialisation : Calculons u;. uy = f(ug) = f(0,1) =2 %0, 1e %1 ~0,18.
On constate que I'inégalité est vraie pour n=0,onabien: 0<up<u; <1,
Hérédité : Pour un entier naturel k donné, on suppose que l'inégalité 0 <
U < Ups1 <1 estvraie.
Montrons que 'inégalité sera vraie au rang suivant :
Par hypothése de récurrenceona :
O< U <up <1 = f0) < flup) < flug) < fQ)
car f est strictement croissante sur [0; 1]
= 0< g1 < Upyp <207
car f est la fonction de récurrence de la suite (u;,)
= 0< U1 < U2 <1
car2e ! =0,74<1
Ainsi, la véracité de I'inégalité est héréditaire.
Conclusion : L'inégalité est vraie au rang 0, et sa véracité est héréditaire pour
tout entier naturel, donc, en vertu du principe de récurrence, on a:
VneN, 0<u,<up <1
On a notamment :
e VYneN, up<uns. Lasuite (uy,) est donc (strictement) croissante.
e ¥nelN, 0<u,<1. Lasuite (u,) estdoncbornée par0 et 1.

La suite étant croissante et majorée, on en déduit qu’elle est donc conver-
gente, vers une limite ¢ vérifiant0 < £ < 1.

3. La suite (1) est une suite convergente, définie par récurrence par la relation
un+1 = f(uy,), ot lafonction f est continue (car dérivable) sur [0;1], intervalle qui
contient la limite ¢ de la suite.

4.

D’apreés le théoréme «du point fixe », on en déduit que la limite ne peut étre qu'une
solution de I'équation f(x) = x dans I'intervalle [0 ; 1].

D’apreés la question 1. a., cette équation n'a que deux solutions dans [0;1] : 0 et
In(2), or la suite est (strictement) croissante, donc minorée par son premier terme :
1y = 0,1, donc la limite ne saurait étre inférieure a 0,1 : la possibilité d’avoir £ =0
est donc écartée, et finalement, I'unique valeur possible pour ¢ est donc In(2).

La suite (u,) converge donc vers In(2).

a.

C.

La suite (u,) est croissante et converge vers In(2), donc elle est majorée par
In(2).

Onadonc: VneN, wu,<In@) = In2)—u, >0.

Pour tout entier naturel n, la différence In(2) — u,, est bien positive.

Un terme de la suite (u,,) sera donc toujours une valeur approchée par défaut
den(2). Sion veut que lavaleur approchée soit 2 107* pres, cela signifie que la
différence entre u,, la valeur approchée, et In(2) doit étre inférieure ou égale
a107

On va donc explorer les termes consécutifs de la suite (u,,) tant que

In(2) —uy, > 0,0001, de sorte que la boucle s'interrompra deés que la différence
deviendra inférieure ou égale a 10™% = 0,0001.

Le script ci-dessous convient (a condition d’avoir importé les fonctions exp
et log qui est la fonction logarithme népérien, de la librairie math, au préa-
lable).

On a dans ce corrigé ajouté les deux lignes qui rendent le programme exécu-
table

from math import exp
from math import log as 1ln
def seuil():
n=0
u=0.1
while In(2) - u > 0.0001:
n=n+1
u=2*u*xexp(-u)

return(u,n)

Remarque : on peut aussi importer la constante d'Euler de lalibrairie maths et
utiliser une variante : from math import e enlieu et place de la premiére
ligne et u=2xuxes* (-u) oun=2+u/ (e*+*u) pour'avant derniére.

n=11
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