Spécialité Mathématiques-BAC BLANC (4h)

Les calculatrices sont autorisées.
les éléves traiteront les exercices 1,2,3,4.

Ex1 : 5 pts Ex2 : 5 pts Ex3 : 5 pts

Ex4 : 5 pts

Exercice 1

1. On considére les suites (u,) et (v,) telles que, pour tout entier naturel n,

1 n 1 n
Up=1—|= et vp=1+|=] .
n (4] " (4]

On considére de plus une suite (w,) qui, pour tout entier naturel n, vérifie u, < wy, < v,.

On peut affirmer que :
a. Lessuites (uy) et (r,) sont géométriques. | b. Lasuite (wy) converge vers 1.
c. La suite (1) est minorée par 1. d. La suite (i) est croissante.

|| Application directe du théoréme dit « des gendarmes ».

. On considére la fonction f définie sur B par: f(x) = xe®.

La fonction dérivée de f est la fonction [’ définie sur | par :
a. f‘(.r}=2.re": b. f'[x}=(1+21}e":
|c. f[x]=[1+2f;ef| d. flx=@2+)er.

|| flxi=1xe® +xx2xe™ = (1+2x%) ™
21
" evaut lim ———
Qu x—+o0 232 — 2x + 1
a -1 b. 0
; : 1
-1 , 1‘![1—?]

lim - = lim =
=2 2x? —2x+1 I—‘-mxztz_é+1_
I X

. On considére une fonction ki continue sur l'intervalle [—-1; 1] telle que
h(-1)=0 hM)=2 h(1)=0.

On peut affirmer que :
a. La fonction h est croissante sur l'intervalle (-1 ; 0].
b. La fonction h est positive sur l'intervalle [-1; 1].

d. +eo.

| c. [l existe au moins un nombre réel a dans l'intervalle [0; 1] tel que hia) = 1. |

d. I'équation h(x) = 1 admet exactement deux solutions dans U'intervalle [-1; 1).

|| Application du théoréme des valeurs intermédiaires sur I'intervalle [0; 1].

. On suppose que g est une fonction dérivable sur l'intervalle [-4 ; 4]. On donne ci-contre la repré-

sentation graphique de sa fonction dérivée g'.

On peut affirmer que :
EF i
is‘.l.'
a. g admet un maximum en —2. 21
b. gestcroissante sur l'intervalle [1; 2].
c. g estconvexe sur lintervalle [1; 2], | T
d. g admetun minimum en 0. | ! |
T ] I LI
4 3 2 4
-1 4+

intervalle.

La fonction g’ est croissante sur intervalle (1 ; 2], donc la fonction g est convexe sur cet




Exercice 2

1 2 M

1. On adonc pour n =0, id.]=f(h'.|}}=f[§]=—3: =z
1+=
2

rajun ] b2

1
2. On admet que la fonction f est croissante sur l'intervalle l —E; +o0

a. On veut montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona:

5:. Uy 5‘): Upyy 5:1_2.

[

1 ! 1
Inirialisation: on a ug = 2 etu) = E; de plus 2 L=

e

< 2, donc:

Fod | =

1 .
3 < Uy = uy = 2 :1'encadrement est vrai au rang 0;

1
Hérédité : on suppose que pour n = 0, 3 L Up % Upal = 2.
La fonction f étant croissante les images des quatre nombres ci-dessus sont ran-
) 1
gées dans le méme ordre, soit : f [E] < flug) < fluga) < f(2).

1 4 8 8
—|=—etona f(2) = ——=
2] = f@

Or on avuque f T+6
+

Ei
4
de plus fii,) = iy, et fi,41) = n, done 5 £ lpe1 S Upaa £ =

1 4 8
OrE < = et F{Z;onadonc finalement :

1 .
2 = Mpyl = Upyz = 2 :1'encadrement est donc vrai au rang n+ 1.

Conclusion : I'encadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai aurang n = 0, il est
vrai au rang n+ 1 : par le principe de récurrence pour tout entier naturel n, ona:
1

E £ Mp = Upy) 2.

b. La suite (u,) est croissante et elle majorée par 2, elle est donc convergente vers
une limite £ telle que : % =f=2
¢. Lafonction f est continue car dérivable au moins sur 2, donc la limite £ vérifie
I'égalité f(f) = £; on résout cette équation :
fie)y=¢ = %:f = AF=f(1+30) = 0=F(1+36-4)
f =0 f=0

= f3-3)=0 =31 f-1)=0 = ou — ou
-1 =10 f =1

1 . . .
Comme £ = 2 la seule solution possible est 1; la suite (u,) converge vers 1.

3. a. On compléte la fonction Python ci-dessous qui, pour tout réel positif E, déter-
mine la plus petite valeur Ptelque: 1 —up < E:

def seuil(E) :
u=0,5
n=0

whilel-u=>=E
u=4+u/(l+3=+u
n=n+l

refurn n

b. On obtient u; = 0,999939, donc 1 — u; < 107, Le programme renvoie n = 7.

4. On considére la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par:

Uy

D I e—
S T
. I . - -,
a. Pour tout entier naturel n, v, ;= —1_ spiten utilisant la définition de [T
l=tp4e1
du
T+3 . -
Vpel = +7:; soit en multipliant chaque terme par 1+ 3u,, :
— ——
1430w
4 4 i
Upel = = = e = =4y,
143up—4u, 11—ty 1-upy
L'égalité, vraie pour tout naturel n, v, = 4v,, montre que la suite (v, ) est géo-

métrique de raison 4, de premier terme vy = = =
l-up 1-1
On sait qu'alors , pour tout entier naturel n, v, =1x4" =4",

1 1
: _z
1
2



b. Quel que soit n [,

i
Vp= 1—” = p(l—Up) = Up &= Vp— Uplp = Uy & Uy = Uplp+ Uy =
- Up
Up = Up(Vp+1).

Comme v, =4", v, = 1, donc v, +1 = 2, donc v, + 1 # 0 et finalement en multi-

v
pliant par , on obtient u,, = —— quel que soit 1 & M.
n vp+1
On sait que quel que soit n e M, v, = 4", d'ol en remplacant dans I'écriture
précédente :
4R 1
Uy = et en multipliant par —:
T gn 4 prant par e
1 1 1JI ( 1 ]JI
U= Or—=—=|=| =0,25", d'oi1l up = ———.
TTrek T an e "7 1+0,25"
Comme 0 < 0,25 < 1, on peut dire que lim 0,25" =0,donc lim u,=——=1
=400 n—+oo 1+0

Exercice 3

Partiel

On considére la fonction /2 définie sur I'intervalle 10 ; +ool par: h(x) =1+

1.

5.

In(x)

. 1
limlnx = —eo, et lim — = +oco.
x—0 x—0 x

x=0 x=0

. P . Inx .
Par produit on déduit que ll[IU] —— = —oo et donc que 11[101 h(x) =—oc.
X— X X—

x=0 x=0

Inx
Onsaitque lim —=0,donc lim h(x)=1
X—+00 Yy X—+00

La fonction h est dérivable comme quotient de fonctions dérivables sur ]0; +oo[ et sur

. , %xxflxlnx 1-Inx
cetintervalle: h'(x) = 5 = -
X X

Comme x2> 0 pour x €]0; +oa le signe de h'(x) est celui du numérateur 1 —Inx:

e l-lnx>0 <= I>nx <= e>x:
la fonction f est donc strictement croissante sur |0 ; e[;

e l-lNx<0e= I<lnx <= e<x:
la fonction f est donc strictement décroissante sur e ; +ool;

s |-Inx=0<< l=lnx <= e=x: | .
. . ne

la fonction i a un maximum f(e)=14+—=1+—.

e o

D’otl1 le tableau de variations de h :

X 0 e +00
h'(x) + 11) -
1+1
h / \
—00 1

Comme 1 +% > 1> 0, le tableau de variations montre que |'équation h(x) = 0 admet
une solution unique a €]0; el.

0
Ona f(1) :1+I: 1, donc0<a<1;
La calculatrice donne: f(0,5) = —0,4 et f(0,6) = 0,15, donc 0,5< @ <0,6.



Partie IT

Soit les fonctions [ et g définies sur]0; +oo[ par f(x) = xIn(x) —x et g(x) = In(x).
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1. Lafonction f est dérivable sur ]0; +oco[ et sur cet intervalle :

1
1) =1In(x) + x % o l=In(x)+1-1=In(x)

Donc le coefficient directeur de la tangente a € au point de la courbe d’abscisse a est
égala ['(a) =1n(a).

1
. Lafonction g est dérivable sur |0 ; +oo[ et sur cet intervalle : g’(x) = T

Donc le coefficient directeur de la tangente & € au point de la courbe d’abscisse a est

s 1
egalag(a]:a.

. Le produit des coefficients directeurs est égal a —1, soit :

In(a) In(a)
p =—] = 1+

et on a vu a la fin de la partie I que cette équation n’avait qu'une solution a = a : il
existe une seule valeur de a telle que les droites T, et D, sont perpendiculaires: a = a.
Voir la figure.

1
ln(a]xE:—1<:> =0 < h(a)=0

Exercice 4

1.

(a) OnaP(2;0;0);Q(0;0;2)et2(3;3; 3).

-2 -2

(b]Ffj 0 |;PR| 4

2 6
7 est normal au plan (PQR) si, et seulement si, il est orthogonal aux deux
vecteurs non colinéaires P(J et PR.
On doit avoir 7.PQ =0et 7.PR =0donc:

=24+2¢=0 c=1
—
-2+4b+6c=0 b=-1

Les coordonnées du vecteur 7 sont| 72 | —1

(¢) Une équation du plan (PQR) est: 1(x—xp)—1(y-yp)+1(z—zp) =0 <

(a) Onnote Ala droite perpendiculaire au plan (PQR) passant par le point £2,

centre du cube.

Un vecteur directeur de A est donc n.



xX=3+t
Une représentation paramétrique de A estdonc|q y=3-¢ , (el
z2=3+1

(b) Les coordonnées du point d'intersection I de A et du plan (PQR) vérifient
la représentation paramétrique et 'équation cartésienne du plan.
On doit donc avoir :

x=3+1
¥y=3-t
z=3+t

x=-y+z-2=0

1
Onendéduit:{3+.E]—(3—t]+{3+£)—2={]c¢3t+l=0cﬁt=—§.

(E.E.E]
3° 3 "3/
(c) Avecf2(3;3;3),ona
812 1 1 3 3 3
511’3:(3——) (3——] (3——} =—+ +—=—,d*nﬁm=v‘{:=‘;—.
9 9

On calcule alors les valeurs de x, y et z.

1 1 1
Les coordonnées de [ sont ][3 -3 13+ 53 - 5] donc

99 9 3
3. On considére les points J(6; 4; 0) et K(6; 6; 2).

(@) x;—yy+z;-2=6-4+0-2=0donc|/e (PQR)

0 a
by JK{21; 6}_{' 4 | donc 6}_{' = 2JK; ces deux vecteurs sont colinéaires donc
2 4

les droites (JK) et (QR) sont paralléles.

(c) Sur la figure donnée en annexe, tracer la section du cube par le plan
(PQR).
On laissera apparents les traits de construction, ou bien on expliquera la
démarche.
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