ORTHOGONALITE ET DISTANCE DANS L’ESPACE (géométrie 2)

1 Produit scalaire dans ’espace

1.1 Définition et propriétés

Soit i et ¥ deux vecteurs de 'espace. A,B,C trois points tels que @ = zﬁ et v = 1@
Il existe un plan (P) contenant les points A,B et C.

Définition :
On appelle produit scalaire de @ et ¥ dans I’espace, le nombre égal au produit scalaire /@R dans le plan P.

On a ainsi @.9% = 0 si 4 ou ¥ est nul
.7 = ||dl]| x ||v]] cos(u; ¥)

Propriétés : Soit 4,7 et W trois vecteurs de 'espace.
1) 7.7 = ||l

2) 4.0 = 0.4

3) U.(0+ W) = u.¥+ ud

(V+ )4 =04+ .4

(k@0).7 = u.(k¥) = k(d.9)
4)d#0et #0

u.U =0 < ¥ et U sont orthogonaux.
Propriétés :

[ + 12 = [|]]2 + 28 + |12
17— a2 = ||a2 - 2a. + [[5]]2
Propriétés :

I ., L

.9 = g (llall® + 1o — [|@ - 11*)
I _ _

@.9 = (|l + o — |l - [19]*)
I S

av = 2(la+ a7 —||a - o))

1.2 Produit scalaire dans un repére orthonormé

Définition : Une base (f, f, E) de I’espace est orthonomrmée si :

;,;,Ig sont deux a deux orthogonaux.
[l = L[[5]] = L|[k|] =1

Définition : Un repére (O; i, s I;) de l'espace est orthonormé si la base (f, 7 E) est orthonormée.

T
Propriété : Dans un repére orthonormé (O; i 7, E) ouw|y| et
z

~

=

U =xx' +yy + 22’

Remarque : En particulier, on a : ||@]|? = 4.7 = 2% + y? + 22
d’ou ||d|| = Va? + y? + 22

Démonstration : .

0.0 = (zi+yj+ zk).(2"i +y'5 + 2'k)

T =xx'id+ay'i) + 22tk +yr'ji+ yy' i) + y2' ik + za'ki + zy'kj + 22" kk
U

S e

Propriété (distance entre deux points) : Dans un repére orthonormé ot A(za;ya;24) et B(xp;ys;25).
|AB|| = AB = \/{ep —2a)® + (45 — ya)® + (25 — 2a)2




2 Orthogonalité dans ’espace

2.1 Orthogonalité de deux droites

Définition : Deux droites de ’espace sont orthogonales lorsque leurs paralléles passant par un point quelconque sont perpen-
diculaires.

2.2 Orthogonalité d’une droite et d’un plan

’Propriété :Une droite d est orthogonale & un plan si et seulement si elle est orthogonale a deux droites sécantes de P.

’Propriété :Si une droite (d) est orthogonale & un plan P, alors elle est orthogonale & toutes les droites de P.

Démonstration :

Soit une droite (d) de vecteur directeur 77 orthogonale & deux droites sécantes (d) et (dz) de (P).
Soit @ et ¥ des vecteurs directeurs de (dy) et (d2).

Alors 4 et ¢ sont non colinéaires et orthogonaux au vecteur 7.
Soit une droite (A) de P de vecteur directeur .

Démontrons que (A) est orthogonale & (d).

w peut se décomposer suivant # et ¢ non colindires.

J(a;b) € R? tq @ = atl + by

Donc w.77 = ati.ni + bv.7i = 0 car 7 est orthogonal avec 4 et v.
Donc 7 est orthogonal au vecteur

Donc (d) est orthogonale a (A)

3 Vecteur normal

Définition : Un vecteur non nul 7 est normal & un plan P lorsqu’il est orthogonal & tout vecteur admettant un représentant
dans P.

Propriété : Soit un point A et un \E(ieur 7 non nul de ’espace.

L’ensemble des points M tels que AM .7 = 0 est un plan de 'espace.

Réciproqu_er}nent, soit P un plan de ’espace. Pour tout point A de P et tout vecteur normal 7 de P, P est 'nsemble des points
tels que AM.1i =0

Un vecteur non nul 77 de ’espace est normal & un plan P, s’il est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires de P.
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4 Projeté orthogonal

4.1 Projection orthogonale d’un point sur une droite

Définition : Soit un point A et une droite (d).
La projection orthogonale de A sur (d) est le point H appartenant & (d) tel que la droite (AH) soit perpendiculaire & la droite

(d)-

AX

—

4.2 Projection orthogonale d’un point sur un plan

Définition : Soit un point A et un plan P de ’espace.
La projection orthogonale de A sur P est le point H appartenant a P tel que la droite (AH) soit ortogonale au plan P.

Propriété : Le projeté orthogonal d’un point M sur un plan Pest le point de P le plus proche de M.

Démonstration :
Soit H le projeté orthogonal du point M sur le plan P. M Y
Supposons qu’il existe un point K du plan P plus proche de
M que le point H.

KM < HM car K est le point de la droite le plus proche de
M.

Par suite KM? < HM?

Or (MH) est orthogonale & P, donc (MH) est orthogonale &
toute droite de P. H
En particulier, (MH) est perpendiculaire & (HK). '
Le triangle MHK est donc rectangle en H.

D’apreés 1'égalité de Pythagore, on a : HM? + HK? = KM?
Donc HM? + HK? < HM?

Donc HK? < 0. e qui est impossible

sauf dans le cas ou le point K est le point H.

On en déduit que H est le point du plan le plus proche de M.

5 Distances

Propriétés : Soit A un point appartenant a un plan & et de vecteur normal 77 et M un point n’appartenant pas a &2.
La distance MH avec H projeté orthogonal de M sur & est la distance du point M au plan .
|AM .ii|

MH ="
||73]|




