NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE (3)

1 Trigonométrie

1.1 Formules d’addition

(i) cos(a — b) = cosacosb+ sinasinb (iii) sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
(ii) cos(a + b) = cosacosb — sinasinb (iv) sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
Démonstration :
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(i) On considére un repére orthonormé (O;i, j) et le
cercle trigonométrique.
(i;@) =a et (;;0) = b

_ [ cosa _ [ cosb b—a
On adonc:u| . et v .
sina sinb

Ce qui donne : @.¥ = cos a cos b + sin a sin b(x)
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De plus : 4.0 = ||@]]||7]| cos(u; V) < 4.0 =
1.1.cos(b—a) & 4.U = cos(a — b) (**)
Finalement cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
(i)
cos(a+b) = cos(a—(—b)) = cosacos(—b)+sin asin(—b)
cos(a 4+ b) = cosacosb —sinasinb
(iii) sin(a — b) = cos (g — (a— b)) (iv) sin(a + b) = sin (a — (=b))

T sin(a 4+ b) = sina cos(—b) — cos a sin(—b)
sin(a — b) = cos ((5 *a)JFb) sin(a 4+ b) = sina cosb + cosasinb
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sin(a — b) = cos(g —a)cosb — sin(g —a)sinb
in(

a—
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

1.2 Formules de duplication

Propriétés : Soit a € R
cos(2a) = cos?a — sina sin(2a) = 2cosasina
cos(2a) = 2cos?a — 1
cos(2a) = 1 —2sin’a

Démonstration : on utilise les formules d’additions
cos(2a) = cos(a +a) = ...

2 Forme exponentielle d’un nombre complexe

2.1 Définition

’Déﬁnition : Pour tout réel 6, on pose : ¢ = cosf + isin 6

Cette notation exponentielle est justifiée par 1’égalité suivante :
(cos@ +isin®)(cos @ + isinf') = cos( +0') + isin(f + ¢’)
On a la méme relation fonctionnelle f(a) x f(b) = f(a + b) que pour la fonction exponentielle.



On appelle forme exponentielle d’un nombre complexe z # 0 la forme z = Re? avec R = |z| et 0 = argz[27] ‘
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A(e); B(e'3); C(e'™); D(e™'%); E(2e'%)
En particulier, lorsque # = 7, on a :

e’ = cosm + isinm

eim =1

Cette derniére égalité (égalité d’Euler) est une des plus célébres formules mathématiques.

2.2 propriétés

Théoréme : Pour tous réels 0 et §’

) 10 ,i0" _ i(0+6 i0
(i) el = ei(0+07) (i) ew, = ¢i(0-0")
e
— —if _
(i) 5 =e" (iv) €if = ¢~

2.3 Formule de Moivre

Théoréme : Pour tout réel 6 et tout entier naturel n non nul :

(€)™ = ¥ ce qui peut s’écrire (cos@ + isin )" = cos(nf) + isin(nd)

Aplication : Exprimer sin 3z en fontion de sinx

2.4 Formule d’Euler

Théoréme : Pour tous réels 0 et ¢’

it 4 o—ib eif _ o—if
cos = —— sin = ———
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Application : Déterminer une primitive de la fonction f(z) = (cosz)?

i0 —if\ 3

(COS ZL’)S — g((edzr + 362116711 + 3611:67211 + 67311)

1
(cosz)® = Z(COS 3z + 3cos )
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On vient de linéariser (cos® z) et il est désormais possible de trouver des primitives. F en est une.

1 3
F(z) = Esin?)x—i— Zsinx



