NOMBRES COMPLEXES-PARTIE ALGEBRIQUE (1)

1 L’ensemble C

1.1 Définition

Définition : On appelle ensemble des nombres complexes, noté C ’ensemble des nombres z de la forme z = a+ib
avec a € Ret b € R et avec 12 = —1.

Remarques :
— Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z. On note a = Re(z).
— Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de z. On note b = I'm(z).
— Cette forme z = a + ib est appelée la forme algébrique.
— Tout nombre réel appartient & C, donc dans ce cas b = 0.
— Si a =0, on dit que z est un imaginaire pur.

Théoréme : Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et la méme partie
imaginaire.

1.2 Opérations + et x

On définit deux opérations
L’addition : z+ 2" = (a+ib) +a' + i) = (a+d') +i(b+ V)
La multiplication : z x 2z’ = (a 4 ib) x (a’ 4+ V') = (aa’ — bV') + i(ab’ + ba’)

Remarque : a+ib=0<a=0etb=0

1.3 Division

i . 1
Propriété : Tout nombre complexe z non nul admet un inverse noté —
z

Exemple : Donner la forme algébrique de 'inverse de z = 3 + 4
technique : On multiplie par le conjugué.

1 (3—2i)
342 (3+42i)(3—26)
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2 Conjugué

Définition : Soit z un nombre complexe de forme algébrique z = a + ib.
On appelle conjugué de z, le nombre noté z tel que :
Z=a—1b

’Propriété 127 = |2]? = a® + b?

preuve :
zZ = (a +1ib)(a — ib)
2z = a® — (ib)?

2Z = a® — i%b?

2z = a? + b?



Propriétés :
Soit z un nombre complexe et Z son conjugué.

(i) 2+ z = 2Re(z) (iii) z est un imaginaire pur < 2 +2z =0
(i) z — 2z = 2iIm(z) (iv) zest un réel & z =%
Démonstration :

(i)z+zZz=a+ib+a—1ib

z+7zZ=2a

2+ Z = 2Re(2)

(ii)z—zZ=a+ib—a+ib

z+Z=2ib

z+z = 2iIm(z)
(iii) 7z est un imaginaire pur < Re(z) =0& 242
(iv)zestunréel & Im(z) =0 2-z2=0& 2z =

=0 (d’apres (i))
Z (d’apres (ii))

Propriétés : Pour tous nombres complexes z et z’, on a :

a)zZ=z2 c)zx2 =z x 2 e)siz#O,(ZT):%

b)z+2 =z+7 d) Vvn e N, 27 = (z)" fysiz £0,(5)=Z
) =z 2!

Démonstration :

a)at+ib=a—ib=a+1ib

b) z+ 2z =a+b+a + iV
z4+z2 =a+d —i(b+V)
z+2 =a—1ib+a —b
z+ 2z =a+ib+ad +ib
2+ =z+2

0

z x z' = (a+1b) x (a’ +ib)
z X 2! = (ad’ + iab’ + iba’ + i2bV’
z X 2z =aad’ — bt —i(ab + ba’)

=a+ibx a +ib
(a—zb)xa — b/
a’ — b —i(ab' + ba')

wl
X X X
‘“\N\N\

donc:zxz =Zx 2

d) Par récurrence
Initilisation : pour n=1, c’est évident.

Hérédité : Supposons qu’il existe unentier k > 1 tel que l'on ait : ok =ZF
2htl = 2k x
2kt = 2k x 7 d’aprés ¢)
2k+1 = zF x Z d’aprés ’hypothése de récurrence
k1 — Fh+1
L’hérédité est montrée
Conclusion : Vn € N, 2" = ()"
e)
1 11
(z) (a—l—lb) zZ a—ib
1 (a — ib) 1 _ (a +1ib)
z (a +1ib)(a — ib) zZ  (a—ib)(a+idb
z a2+b2 a? + b2 %7a2—i—b2+a2—|—132Z



doncona:z#0, (1) =1

f)@:(zxi):zx(;):zx;:

3 Binéme de Newton

| wl

3.1 Formule

Théoréme : V(a,b) € C%, Vn € N
k=n
(a+b =3 (Z) an—kpk

k=0

Démonstration par récurrence :
8 a’b% = 1 donc la formule est vraie pour n = 0
Hérédité : Supposons qu’il existe un entier p tel que :

p— (P) » p—1 p—1 p p—1 p D
(a+p) —(0>a —|—< 1 )a b+...+<p_1>ab +(p>ab

(a+b)PTt = (a+b)(a +b)P

(a+b)P+! = (a +b) Kg) v + (pI 1) a4 ..+ (pp 1) abP=! 4 (g) abp]
(a + )P+l = (g) artt K}f) + (g)] arb+ ... + Kg) + <pf 1)] ab? + <£> pptt

= (7 Yo () s (1 o (2

Initialisation : Pour n =0 (a + b)? =1 et

L’hérédité est montrée.

3.2 Exemple

Pour les coefficients binomiaux, il faut utiliser le triangle de Pascal.

(x +y)® = 2° + 5oty + 1023y? + 1022y + bay* + o5



